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Preface 

Les transmissions mecaniques de puissance represented une 
domaine d’ampleur de I’ingenierie mecanique, par la quantite de 
composants impliquees, mai aussi par I’importance pratique considerable 
definit par le nombre tres grand des application industrielles. C’est pourquoi 
I’etude de cette partie devient tres important importante dans le processus 
academique de formation des futures ingenieurs mecaniques. 

Ce cours est vu comme un prolongement du cours d’elements de 
machines proposee anterieurement aux etudiants de la Faculte d'lngenierie 
en Langues Etrangeres dans le cadre de I'Universite POLITEHNICA de 
Bucarest, la Filiere Francophone. Dans cette situation, le cours de 
transmissions mecanique ne contient pas des chapitres indues dans des 
autres courses proposees dans le monde academique, mais qui sont 
approches dans le cours antecedente d’elements de machines, par 
exemple - les arbres et les accouplements. Son objet se limite aux 
suivantes chapitres ; 

o la necessity d’utilisations des transmissions de puissance ; 
o les engrenages et les transmissions par roues dentees ; 
o les transmission par courroies. 

Les transmissions par chaTnes sont regardees moins theorique, 
mais plus pratique, par la selection pratique pour des applications 
industrielles en utilisant des catalogues et des standards. C’est pourquoi, le 
present cours ne traite pas ce domaine. 

Le present fichier traite seulement les deux premiers chapitres, le 
troisieme sera en inclus plus tard. 

Le present cours a la structure d’etude du cours d’elements de 
machines : considerations generates, materiaux et precedes 

technologiques, considerations phenomenologiques, conception, autres 
recommandations. L’ expose - sans avoir la pretention d'etre un traite - est 
presente sous la forme des notes de cours enseignees aux etudiants; 
ayant les schemas/dessins/figures beaucoup commentes par des textes 
explicatifs. 

Nous remercions beaucoup pour les remarques pertinentes qui 
pourront contribuer a I'amelioration de I'edition future. 



L’auteur 



Octobre 2006 
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1. TYPES DE TRANSMISSIONS ET LEURS 
CARACTERISTIQUES 

1.1. Definition 

La liaison entre les arbres du moteur M et de la machine de travail 
MT peut se faire : 

1 . directement, par des accouplements (fig. 1 .1 , a) ; 



2. ou indirectement par transmissions (fig. 1 .1 , b). 




a) b) 

Fig. 1.1. Transmission du mouvement du moteur M a la machine de 

travail MT 



a) Directement, par un accouplement; b) indirectement, par une 
transmission mecanique 

TM - transmission mecanique (ici un reducteur par roues dentees) ; AR - 
accouplement rigide; AE - accouplement elastique. 

L'accouplement ne modifie pas, en general, les vitesses et les efforts 
(les moments de torsion) la transmission modifie ces grandeurs comme 
grandeur, direction et sens. 

1.2. Necessity de I'utilisation des transmissions 

La presence d’une transmission est imposee par de nombreux 
facteurs. Ces facteurs sont discutes en continuation, pour le cas le plus 
representatif dans technique, quand les deux systemes techniques lies sont 
une machine moteur et une machine de travail. 

II est frequent que les vitesses necessaires au fonctionnement des 
organes d'execution des machines soient differentes de celles de moteurs 
normalises. 



1 L'accouplement angulaire fait exception de cette regie (se voir le chapitre 
"Accouplements") 
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Souvent, la vitesse de I'organe d'execution doit etre modifiee (reglee) 
et meme inversee; la realisation directe de cette operation par le moteur est 
peu economique ou meme impossible. 

Ilya des periodes dans les fonctionnement d'une machine lorsque sa 
commande impose des moments de torsion superieurs a celui (ou a ceux) 
fourni (fournies) par I'arbre du moteur. 

II arrive qu'un seul moteur doive entraTner plusieurs mecanismes 
animes de vitesses differentes. 

Les moteurs normalises courants sont animes d'un mouvement de 
rotation uniforme; or, il arrive souvent que les mouvements des organes 
d'execution des machines doivent etre rectiligne et s'effectuer a des vitesses 
variables ou meme a arrets periodiques. 

Parfois pour des raisons securite, de commodite d'entretien ou 
d'encombrement imposes par la machine il serait impossible de realiser une 
liaison directe de I'arbre d'un moteur a I'organe d'execution. 

La realisation directement par moteur des demandes differentes de 
mouvement de la machine de travail n’est pas economique et meme 
impossible. Quelques-unes des considerations anterieures peuvent etre 
mieux comprises si on analyse les caracteristiques mecaniques representees 
sur les fig. 1.2 et 1.3. La caracteristique mecanique d'une machine (moteur 
ou machine d'execution) est la variation du couple (moteur, resistant) en 
fonction d'un parametre cinematique caracteristique, qui est les plus souvent 
le nombre de tours (la vitesse); analytiquement, lui expression peut etre ecrit 
sous la forme de M t =M t (co) ou M t =M t (n), ou inversement oo = co(M t ) ou 
n = n(M t ), M t etant le moment de torsion, n - le nombre des tours, co - la 
vitesse angulaire. 

On voit que les machines d'execution ont des caracteristiques 
mecaniques totalement differentes, par exemple: 

1 . les moments resistants de torsion apparaissent aux rotations reduites 

des machines outils (fig. 1 .2, a) ; 

2. contrairement, des grands tours des pompes centrifuges ou des 

turbocompresseurs (fig. 1.2, b). 

Mais un moteur electrique est projete pour qu'il fonctionne d'une fagon 
optimal en regime nominal (c'est-a-dire au couple nominal M tn et a la vitesse 
angulaire co n (fig. 1.3, a) \ Un moteur a combustion interne peut travailler 



1 Le fonctionnement sur la branche instable peut conduire a I'arret du moteur, 
puisque le moment moteur se peut reduit sous la valeur maximale M tmax 

(fig. 1 .3, a) a I'augmentation de la resistance qui determine la diminution de la 
vitesse. 
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dans un champ plus large de nombre de tours, mais optimalement il doit 
travailler dans la zone de puissance maximale P max (fig. 1.3, b) 





a) Machines outils b) Pompes centrifuges, turbocompresseurs 



Fig. 1.2. Formes de caracteristiques mecaniques des machines 

d 'execution 
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a) Moteur electrique asynchrone b) Caracteristiques exterieures du 
triphase moteur DACIA 1410 

Fig. 1.3. Formes de caracteristiques mecaniques des machines motrices 



II en resulte I'impossibilite que les moteurs assurent les parametres 
fonctionnels quantitatifs (moment, tours) constants ou variables ou meme de 
sens inverse. II en resulte aussi la necessity d'utiliser des transmissions pour 
ces buts. 



1.3. Types, classification, parametres 

En technique, les plus utilisees transmissions sont celles mecaniques, 
qui emploient des corps solides. Mais la construction mecanique utilise 
encore des transmissions electrique, hydrauliques, pneumatiques. 



1 Les caracteristiques exterieures s'obtiennent experimentalement au stand d'essai, 
la clapette d'acceleration etant completement ouverte et les reglages etant optimaux 
pour obtenir I’entiere puissance (la variation du nombre de tours est obtenue par la 
modification du freinage) 
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Fig. 1 .4. Classification des transmissions mecaniques 

L'objectif du cours d'elements de machines est I'etude des 
transmissions mecaniques ayant mouvements circulaires uniformes. Les 
transmissions mecaniques d'autres types et les autres transmissions sont 
examinees dans des cours speciaux. 
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Une classification des transmissions mecaniques est donnee 
dans le schema de la fig. 1.4. Cette classification sera mieux comprise en 
analysant chaque element. 

Le rapport de transmission est defini par le rapport direct des vitesses 
de I'arbre menant et mene: 



ou : n 1(2) est le nombre de tours de I’arbre menant (mene) ; oo 1(2) - la vitesse 

angulaire de I’arbre menant (mene). 

Si on propose de realiser le projet d'une transmission a rapport de 
transmission constant, on dispose generalement au moins des donnees 
(parametres) suivantes: 

1 . la puissance a transmettre, P, ou le moment de torsion, M t2 , a I'arbre 
mene; 

2. le nombre de tours de I’arbres mene, n 2 , et menant ^ (en tr/min) ou 
une de ces vitesses et le rapport de transmission; 

la position relative des arbres et, eventuellement, leur entraxe; 

3. conditions du service de la transmission, qui sont definies par les 
fonctions de temps : M t = M t (t) et n = n(t) . 

Par exemple, le chargement variable en temps est caracteristique a 
chacun systeme technique. II est releve par le diagramme de 
fonctionnement du systeme. Un exemple de tel diagramme avec une 
variation aleatoire prononcee est donne sur la fig. 1.5, a. Cette forme de 
variation est caracteristique pour un grand nombre de systemes techniques, 
par exemple les systemes de transport (avions, automobiles, locomotives, 
wagons de chemin de fer). Ce diagramme peut etre assimile pour les calculs 
de resistance a fatigue ou de durability par la sequence de chargement 
caracteristique pour de conditions de fonctionnement donnees (la sequence 
donnee sur la fig. 1.4, b est en marches). Cette sequence se repete d’un 
nombre k de fois sur la duree de vie du produit. On dit que la sequence de 
chargement repetable caracterise suffisamment d’exacte le chargement 
variable aleatoire du produit sous I’aspect de la sollicitation et de la duree de 
vie. Comme resultat, la consideration des aspects de calcul bases sur la 
sequence caracteristique de chargement determine I’obtention des 
dimensions plus reduites des pieces sollicitees variablement \ 



1 On ne discute pas ici la modalite de passage du diagramme de fonctionnement a 
la sequence caracteristique. La problematique est extremement complexe. Elle est 
specifique au calcul modern de la resistance de materiaux (Buzdugan, 1980). 
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Temps (nombre de Temps (nombre de 

a) b) 



Fig. 1 .5. Exemple du part du diagramme de fonctionnement d’un 
systeme (a) et le sequence de chargement (b) 



II y a de nouveaux parametres pour les transmissions a vitesses 
variables (variateurs de vitesse). Quand la variation de la vitesse est 
continue, le rapport des limites de vitesses de I'element a vitesse variable 
(note par 2 dans notre discussion) est appele gamme de reglage: 




( 1 . 2 ) 



Tableau 1.1. Caracteristiques principales des transmissions de differents 
types resultees de suivantes donnees de conception: P = 74 kW; i 12 = 4 
(Dobrovolski, 1971) 



Transmission 


Entraxe, 

a 

[mm] 


Largeur de 
la roue 
dentee ou 
de la poulie, 
b [mm] 


Vitesse 

periphe- 

rique 

adoptee 

[m/s] 


Poids 

(appro- 

ximatif) 

[N] 


Courroie plate 


5000 


350 


23,6 


5000 


Courroie plate a galet 
tendeur 


2300 


250 


23,6 


5500 


Courroie trapezoidale 


1800 


130 


23,6 


5000 


ChaTne 


830 


360 


7 


5000 


Transmission 


par 










engrenage 

drique 


cylin- 


280 


160 


5,85 


6000 


Transmissions 
engrenage a vis 


par 


280 


60 


5,85 


4500 



En general, le projet d’etablissement une transmission pour donnees 
de conception presente plusieurs solutions. C'est-a-dire les conditions 
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imposees permettent d'etablir des transmissions de types varies. Les 
variantes eventuelles doivent etre comparees pour apprecier leur rendement, 
poids, encombrement 2 , frais d'execution et d'exploitation, et pour en choisir la 
plus avantageuse. La litterature technique donne certaines considerations 
d'ordre general et surtout basees sur I'experience accumulee dans le 
domaine des transmissions ce qui permet d'ebaucher les domaines et les 
limites d'application preferentielle des transmissions de types varies. 

Un exemple des caracteristiques principales des differentes 
transmissions obtenues pour un set de donnees de conception est indique 
sur le tableau 1.1. On voit que les transmissions par engrenages ont le 
gabarit le plus reduit par rapport aux autres types de transmissions 
mecaniques. 



2 L'encombrement des transmissions est "caracterise par I'entraxe "a" ainsi que par 
la largeur "b" des poulies et de roues, se voir le tableau 1.1. 
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2. ENGRENAGES. TRANSMISSIONS PAR 
ROUES DENTEES 

2.1. Considerations generates 

2.1.1. Definitions de base 

L'engrenage est la transmission constitute par deux roues dentees 
conjuguees, mobiles autour de deux axes de rotation qui ont des positions 

relatives invariables; les roues 
dentees transmettent les 
mouvement de d’une roue a 
I'autre par engrenement (fig. 2.1 
donne une image 3D qui indique 
les axes de rotation par lignes 
continues). 

La roue dentee est un 

element de machine prevu avec 
des dents disposees 
regulierement par rapport a une 
surface theorique caracteristique 
de la roue, en general de 
revolution (surface primitive) ou 
une autre surface. 

La roue dentee 
conjuguee est chacune des 
deux roues qui peuvent 
constituer un engrenage par rapport a sa paire, dans I'acception que 
l'engrenage ainsi constitue assure une certaine loi d'engrenement (plus tard 
on presentera la loi de base de I'engrenement plan frontal) 1) . 

Les dents sont les proeminences des roues, separees par des 
espaces qui s'appellent des entredents. La totalite des dents et des 
entredents forme la denture de la roue dentee. 

L'engrenement represente le processus de contact entre les dents de 
la roue dentee. 




Fig. 2.1. Image 3D d’un engrenage 
(cylindrique) 



2.1.2. Classifications 

On presente sur la fig. 2.2 le schema d'une classification restreinte 
(seulement a certains points de vue) des engrenages a rapport de 
transmission constant (celles a rapport de transmission variable ont une 
utilisation extremement restreinte) et avec un entraxe constant. Les points 
de vue de classification consideres sont tres representatifs : 

a) la position relative des roues dentees ; 
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b) la position relative des surfaces caracteristiques ; 

c) la possibility des mouvements relatifs des axes de roues dentees. 



D’apres la 
relative des 



position 
axes de 



Engrenages parallels 
Engrenages concourants 
Engrenages gauches 



Engrenages 



D’apres la 
relative des 
caracteristiques 



position 

surfaces-)^ 



Engrenages exterieurs 
Engrenages interieurs 



D’apres la possibility de Engrenages ordinaires 
mouvements relative desH , , . 

axes des roues dentees Engrenages planetaires 



Fig. 2.2. Classification generate des engrenages 

Line presentation plus large de ces types d’engrenages d’apres les 
premiers deux types de point de vue sera faire apres la definition des 
surfaces primitives. Le troisieme point de vue de classification sera 
discutee plus tard (le sous-chapitre 2.3). 



Triangles semblables pour 
I'obtention de la position de 
oo 2 i P ar constructions gra- 
phique, realisee en ordre 
a, b, c, d, e, donne les sa- 
ges 



0 2 ®2 ®2 




Plan perpendiculaire sur 
les deux axes des roues 
Surface primitive 
cylindrique de 



s 


V 

• \ 


9 \ 


la roue 2 








Axe de rotation 






/ 


de la roue 2 

1 




CM 

O 




T“ 

Axe instantanee 




C 


yj 


de rotation relative 
AIR 








Surface primitive 




Ol 


9r \ 


cylindrique de 
- la roue 1 






\| 

K 


Axe de rotation 


V 


J 


J 


de la roue 1 



Fig. 2.3. Obtention de i’axe instantane de rotation et des surfaces 
primitives cylindriques a I’engrenage parallele exterieur 
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2.1.3. Surface primitives et types d'engrenages ordinaires 
et de roues dentees correspondantes 
2.1 .3.1. Surfaces primitives pour les engrenages 
cylindriques exterieurs 

On fait une discussion analytique seulement sur surfaces primitives de 
engrenages cylindriques exterieurs. Pour les autres types d'engrenages 
nous voulons presenter seulement les formes des surfaces primitives. 

Soit deux axes parallels que nous voulons relier par des roues 
dentees de telle sorte que leurs vitesses angulaires co-, et eo 2 soient de sens 
contraires (fig. 2.3). Nous voulons demontrer que dans ce cas il existe deux 
surfaces cylindriques qui roulent sans glissement I'une sur I'autre. 

Considerons pour cela le mouvement relatif de la roue future 2 par 
rapport a la roue future 1 (nous avons utilise le terme "futur" puisque les 
roues ne sont pas definies encore). Ce mouvement resulte de la composition 
des deux rotations: 

a) oo 2 et — co-! a la roue 2, ce qui donne la resultante (vitesse angulaire 

relative de la roue 2 par rapport a la roue 1): 

®2i = (02 ' coi ! (2.1) 

b) c>i et - a la roue 1 , qui devient evidemment fixe. 

Trouvons la position de la vitesse angulaire relative de la roue 2 par 
rapport a la roue 1, co 21 . On voit que I'expression (2.1) conduit a la 

composition des vecteurs © 2 et - . On sait du cours de "Mecanique" que 

la position de la resultante de ces vecteurs est donnee par I'expression: 

k>i r w i = «>2 r w2 > (2.2) 

ou r w1 et r w2 sont les bras correspondants de co 21 par rapport aux directions 
des vecteurs eo 2 et, respectivement, - . La fig. 2.3 montre la construction 

graphique de I'expression (2.2) par des triangles semblables. II en resulte le 
vecteur 65 21 . 

Chaque point sur I'axe de co 21 (par exemple, C) a une vitesse relative 
nulle perpendiculaire sur cet axe. Vraiment, les vitesses absolues de ce point 
sont des vecteurs perpendiculaires sur la ligne des centres des roues, O^, 
done ces vecteurs ont la meme direction; leurs grandeurs sont: 

v ti = ®i r wi ; , 2 3 > 

v t2 = co 2 r w2 . 

Mais I'expression (2.2) montre que ces deux vitesses sont egales : 
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D’ou on obtient la vitesse tangentielle relative nulle : 

v t2 i = v t2 - v t1 = 0 . (2.4) 

Voila pourquoi les lieux geometriques produits par la rotation de I'axe 
de c6 2 i P ar rapport a chaque axe de © 1 et co 2 sont deux cylindres de rayons 
r wi et r w 2 - qui rculent sans glissement I'un sur I'autre sur I'axe de co 21 . Cet 
axe porte le nom d'axe instantane de rotation relative (AIR sur la fig. 2.3) et 
les cylindres sont denommes des surfaces primitives. 

II en resulte aussi le rapport de transmission en fonction des elements 
geometriques, si on utilise (2.2): 



00 1 _ [w2 
®2 r w1 



(2.4) 



2.1. 3.2. Surfaces primitives pour autres types d'engrenages 

Vue generale. Les surfaces primitives (de roulement) pour 
differents types d’engrenages peuvent etre definit conformement de la 
discussion anterieure. Elies sont representees sur la fig. 2.4 pour les 
suivantes engrenages: 

1 . parallele cylindrique exterieur (fig. 2.4, a) et interieur (fig. 2.4, b); 

2. concurrent conique exterieur (fig. 2.4, c); 

3. gauche (theorique) (fig. 2.4, d). 

Sur la fig. 2.4 non ete pas represents aussi les surfaces primitives 
dans le cas de I’engrenage concourrant conique interieur qui est moins utilise 
dans la pratique industrielle. 

En ce qui concerne I’engrenage hyperboloTdal exterieur - qui a ete 
represente en projection sur la fig. 2.4, d - on fait de suivantes observations : 

1. I’axe instantane de rotation relative AIR se trouve (comme on a ete 
demontre anterieurement) entre les axes de rotation des roues 
dentees composants, ayant par rapport a eux des angles differentes 
qui sont definies par le rapport de transmission ; 

2. I’engrenage hyperboloTdal ne s’utilise pas en pratique a cause de 
deux raisons de base : 

difficultes technologiques de taillage des dentures sur une surface 
hyperboloTdale ; 

- dans le cas du cet engrenage apparais une vitesse de glissement 
v 21 le longue de AIR. 




17 



Surfaces primitives cylin- Surfaces primitives cylin- 
driques tangentes exterieures driques tangentes interieures 




a) Engrenage parallele exterieure b) Engrenage parallele interieure 



Surfaces primitives hyper- 
Surfaces primitives coniques boloidales en vue perpendiculaire 
tangentes exterieures sur le axes de rotation de roues 




Engrenage hyperbolo- Engrenage hyperbolo- 

idale a roues centrales idale a roues non- 

degenere dans un engre- centrales degenere dans 

nage gauche hyperbo- un engrenage gauche 

loidale (les surfaces de hypoide (les surfaces de 

revolution hyperboloidales revolution hyperboloidales 

sont remplacees par de sont remplacees par de 

surfaces cylindriques) surfaces coniques) 

d) Engrenage gauche hyper- 
boloidale theorique 

Fig. 2.4. Surfaces primitives et types d'engrenages correspondants 
AIR - axe instantane de rotation relative 
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Mais - comme on va voir plus tard - ce glissement apparais et est 
accepte comme existence dans le cas des autres types d’engrenages tres 
utilises: le s engrenages hypoides et les engrenages a vis. Le glissement 
n’apparaTt pas aux engrenages paralleles. C’est pourquoi ces dernieres 
engrenages ont le plus grand rendement et sont les plus utilises. 

Surfaces primitives ou de references pour des engrenages 
obtenues par la degeneration de I’engrenage hyperboloidal theorique. 

Parce que I’engrenage hyperboloidal definit anterieurement (fig. 2.4, d) est 
seulement technique (il n’est pas utilise dans la technique dans cette forme), il 
se remplace en pratique par des engrenages qui ont des surfaces primitives 
obtenues par la degeneration des surfaces primitives hyperboloidales : 

1 . des roues centrales ; les surfaces hyperboloidales se remplacent par 
des surfaces primitives cylindriques ; 

2. des roues non centrales : les surfaces hyperboloidales se remplacent 
par des surfaces primitives coniques. 

Les engrenages degeneres de I’engrenage hyperboloidal sont 
represents sur la fig. 2.5. Le premier engrenage degenere a roues centrales 
et I’engrenage gauche cylindrique helicoi'dal (ou plus simple, I’engrenage 
helicoi'dal, fig. 2.5, a). II est un engrenage gauche cylindrique (a dents 
inclinees ou helicoidales la definition de ce type de denture sera faite plus 
tard). Ses surfaces primitives sont cylindriques, elles etant tangentes dans un 
seul point. A cause de se tangence desavantageuse des deux surface 
primitives, qui se transmet similairement vers le contact des dents, 
I’engrenage helicoi'dal a une portance reduite. 

Le deuxieme type d’engrenage degenere avec roues centrales est 
I’engrenage gauche cylindrique orthogonal (fig. 2.5, b). Comme 
I’engrenage helicoi'dal, cet engrenage a aussi une portance reduite et il n’est 
pas utilise dans la technique. L’engrenage a une denture helicoidale et le 
suivante particularity specifique: une roue dentee a le diametre tres petite par 
rapport a I’autre. Comme resultat, on peut obtenir a ce diametre petit un angle 
d’inclinaison (primitive) qui assure I’autofreinage entre les dents, done 
I’engrenage travaille comme une frein (on evite ainsi I’utilisation d’une frein 
supplementaire dan le systeme). 

Parce que I’engrenage gauche orthogonal (fig. 2.5, b) a une portance 
reduite, on a cherche la modification de ses surfaces primitives cylindriques. 
Dans cette idee, la surface primitive de la roue grande est degeneree dans 
une surface toroidale, qui embrasse la surface cylindrique de la roue petite 
dans la section axiale de cette roue (fig. 2.5, c). On obtient ainsi 



1 Le terme « helicoi'dal » est lie du type des dents : helicoidales. Ce terme est 
utilise traditionnellement dans la litterature, mais il est impropre, parce que existent 
aussi des autres engrenages a dents inclinees ou helicoidales. 




19 



Surfaces primitives cylin- Surfaces primitives cylin- 

driques tangentes exterieures driques tangentes exterieures 

dans un point dans un point 




a) Engrenage gauche helicoidal orthogonal (theorique) 



Surface toroidale (de reference) Surface toroidale (de reference) 




c) Engrenage a vis cylindrique d) Engrenage a vis globique 



Surfaces primitives coniques 
tangentes exterieures dans un point 




e) Engrenage hypoide 

Fig. 2.5. Surfaces primitives ou de references pour des engrenages 
degeneres de I’engrenage gauche hyperbolo'fdal 
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I’engrenage a vis cylindrique, auquel on ne peut pas definir les surfaces 
primitives conformement a leur definition, mai seulement des surfaces de 
references ou caracteristiques : 

a) surface cylindrique de la roue petite qui est appelee vis cylindrique ; 

b) surface toroidale de la roue grande qui este appelee roue a vis. 

On a dit que I’engrenage a vis cylindrique a des dents helicoidales. 
C’est pourquoi le sens de rotation de la roue a vis peut etre different au 
meme sens de rotation de la vis (fig. 2.5, c), en fonction de sens 
d’inclinaison de la denture. 

On peut faire I’augmentation de la portance de I’engrenage a vis par 
application d’une mesure supplementaire (fig. 2.5, d) : la surface de 
reference cylindrique du vis cylindrique peut etre remplacee par une 
surface de reference toroidale, qui embrasse I’autre surface de reference 
toroidale de la roue a vis, dans la section axiale de la vis. On obtient ainsi 
I’engrenage a vis globique. 

On discute maintenant I’engrenage gauche conique. Les surfaces 
hyperboloidales des roues non centrales de I’engrenage hyperboloidal 
theorique sont degenerees dans des surfaces primitives coniques (fig. 2.4, 
d). En pratique on utilise I’engrenage gauche conique orthogonal, qui est 
appele engrenage hypoide (fig. 15/5, e). 



Plan primitive de la cremaillere Disque primitif de la roue plane 
(la roue dentee a rayon infini) conique (a demi - angle tt/2) 




Fig. 2.6. Surfaces primitives pour des engrenages degeneres obtenue de 
I’engrenage parallele cylindrique (a) et concurrent conique (b) 

Surfaces primitives des engrenages obtenues par la 
degeneration de I’engrenage parallele cylindrique ou concurrent 
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conique. On sait que les engrenages cylindriques a I’engrenement 
exterieur ou interieur ont des surfaces primitives cylindriques 
(fig. 2.4, a et b). Quand un des cylindres primitifs a le rayon infini, il se 
transforme en plan primitive (fig. 2.6, a). On obtient ainsi I’engrenage 
cylindrique a cremaillere. 

Ainsi on sait que les engrenages concourants coniques ont des 
surface primitives coniques (fig. 2.4, c). Si Tangle a vif de I’une des 
surfaces devient egale a n/2, elle se transforme dans une disque (plan) 
primitif (fig. 2.6, b). On obtient ainsi I’engrenage conique a roue plane. 

2.1.4. Forme des roues dentees 

La forme des roues dentees est definie en general par la forme des 
surfaces primitives specifiques a I’engrenage dont elles font partie. Ainsi il 
existe : 

1. roues cylindriques - a I’engrenage parallele cylindrique (fig. 2.4, a) ou 

a I’engrenage gauche helicoidal (fig. 2. 5, a) ; 

2. roues conique - a I’engrenage concourrant conique (fig. 2.4, b) ou a 

I’engrenage hypoide (gauche pseudo conique) (fig. 2.5, e) ; 

3. roue plane - a I’engrenage conique a roue plane (fig. 2.6, b). 

Dans les autres cas, les denominations des roues dentees sont 
specifiques, elles n’etant liees de la forme de la surface de reference 
(caracteristique) : 

1 . a I’engrenage a vis : 

a) vis cylindrique (fig. 2.5, c) ; 

b) vis globique (fig. 2.5, d) ; 

c) roue a vis (fig. 2.5, c et d) ; 

2. a I’engrenage cylindrique a cremaillere : la cremaillere (fig. 2.6, a) . 

2.1.5. Elements de la denture 

Quelques elements de la denture sont representes dans la fig. 2.7. A 
cause la simplicity de I’exposition et de comprehension, ces elements sont 
representes a une roue cylindrique. 

Les dents sont limitees par les surfaces de la tete et du pied. La 
surface de la tete est celle (cylindrique et coaxiale de la surface primitive a la 
roue cylindrique) qui contient les bouts des dents. 

La surface du pied est celle (cylindrique et coaxiale a la surface 
primitive de la roue cylindrique) qui contient les fonds des entredents. 
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Flancs Tete de Pied de Surface (cylindre) 




Fig. 2.7. Elements generaux de la denture marques sur une roue 

cylindrique 



Les denominations correspondantes de la roue cylindrique sont donnees 

entre parentheses 

La tete de la dent est la portion de la dent renfermee entre la surface 
de la tete et celle primitive. 

Le pied de la dent est la portion de la dent renfermee entre la surface 
du pied et celle primitive. 

Les flancs sont les surfaces laterales le long de la dent renfermees 
entre la surface de la tete et celle du pied, sur lesquelles on realise le contact 
des dents de roues conjuguees. La transmission du mouvement vers un sens 
de rotation se realise par les flancs homologues, qui se superposent I’un a 
I'autre a leur rotation autour a I'axe de la roue; pour I'autre sens de rotation il 
existe une autre paire de flancs homologues. 
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La ligne du flanc sur une surface caracteristique de la roue est 

I'intersection du flanc avec cette surface. La ligne du flanc porte la 
denomination de la surface qui croise le flanc. Par exemple, la ligne 
primitive du flanc est I'intersection du flanc avec la surface primitive de la 
roue. 

La forme de la ligne du flanc determine la forme longitudinale de la 
dent. Analysons cet aspect utilisant les exemples de la forme de la ligne 
primitive du flanc donnees par la fig. 2.8. L’analyse est general valable pour la 
ligne du flanc sur quelconque surface caracteristique. 

On distingue: 

1 . les dents droites (fig. 2.8, a, b), si la ligne (primitive) du flanc coincide 
avec la generatrice de la surface (primitive) sur laquelle se trouve 
cette ligne; 

2. les dents inclinees ou helicoidales (fig. 2.8, c, d), si la ligne 
(primitive) du flanc est I'helice de la surface (primitive) sur laquelle se 
trouve cette ligne (primitive); 

3. les dents courbes (fig. 2.8, f), si la ligne du flanc est differente de 
generatrice ou d’helice de la surface sur laquelle se trouve cette ligne. 

On remarque aussi I'existence d'une denture cylindrique en V, 
composee par deux dents inclinees ayant des inclinaisons differentes (fig. 2.8, 
e). Cette denture elimine la force axiale sur I'arbre qui apparaTt a la denture 
inclinee simple (I’aspect sera comprit aisement a I’etude des forces dans le 
sous-chapitre dedie). 

La fig. 2.8 permet aussi la definition des surfaces differentes de celles 
caracteristiques de la roue (comme est celle primitive): 

1. la surface frontale, qui est orthogonale sur les generatrices de la 
surface primitive. Elle est : 

a) un plan dans le cas de la roue cylindrique (fig. 2.8, a) ; 

b) une sphere dans celui de la roue conique (fig. 2.8, b); 

2. la surface normale, qui est orthogonale (dans un point courant) sur la 
ligne (primitive) du flanc. Elle est : 

a) un plan dans le cas de dents droites et helicoidales de la roue 
cylindrique (fig. 2.8, a, c); 

b) une sphere dans celui des dents droites (fig. 2.8, b) et un plan 
dans celui des dents helicoidales (fig. 2.4, d) ou courbes a la roue 
conique (pour ce dernier cas ; 

3. la surface axiale qui est la surface (un plan) qui contient I'axe de la 
roue (cette surface n'est pas representee dans la fig. 2.8, parce que le 
comprehension de sa signification est tres facile). 
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e) Roue cylindrique a denture en V f) Roue conique a denture courbe 

Fig. 2.8. Formes des lignes primitives du flanc 

Observations: 1 . sur les figures est tracee seulement une seule ligne du flanc; 2. les 
surfaces frontales sont representees seulement sur les figures a et b; 3. t-t - tangent 

a I’helice. 
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Le profil de la dent est I'intersection du flanc avec une surface 
frontale, normale, axiale, d'ou il resulte le profil frontal (fig. 2.7), et 
respectivement, normal ou axial (se voir la fig. 2.3 ou est represente le profil 
frontal). Les plus utilisees profils dans la theorie des engrenement sont ceux 
frontal et normal. 



D'autres considerations sur la terminologie des engrenages seront 
presentees ulterieurement. 

2.1.6. Particularites de base des types d'engrenages 

Sur la fig. 2.9 est donnee une classification synthese de principaux 
types d’engrenages utilises en pratique en tenant compte de la classification 
anterieure des engrenages (fig. 2.1). On constate la mention arcette occasion 
des types de dentures associes pour les engrenages precises. 



,-exterieures 



Engrenages - 



(concour- 
■ antes) 
niques 



L gauches 



(paralleles) — jnterieures — a denture -T" 

I cylindriques Lhe 



'-a cremaillere 

r exterieures 
co- -\ 

'-interieures 

-helicoTdales 
— a vis 
- hypoTdes 



droite 
helicoTdale 
r droite 

a denture — helicoTdale 
*-courbe 






cylindriques- 



a denture 

helicoTdale 

globoTdes - 1 . 

a denture 

courbe 



Fig. 2.9. Denominations des principaux types des engrenages utilises en 
pratique, d’apres la classification de la fig. 2. 1 

Les engrenages paralleles ont une utilisation extremement large par 
comparaison aux autres engrenages. Mais ils ont le rapport maximal de 
transmission de 6 ... 8 (10), pour eviter les disproportions entre les deux roues. 
Les engrenages cylindriques a dentures helicoTdale ont deux roues a sens 
d’inclinaison differente ; elles sont tres utilises par rapport aux engrenages a 
denture droite, parce qu’elles apportent des avantages multiple (portance plus 
grand, comportement dynamique plus bonne etc.), sans difficultes 
technologiques supplementaires. Ces avantages apparaissent en principal a 
cause de I’existence d’une engrenement plus favorable entre les paires de 
dents (un nombre agrandi de lignes de contact entre les paires de dents et de 
leurs longueurs plis grand a un moment, de telle sorte que des positions plus 
favorable des lignes de contact sur flanc). Comme resultat, les avantages 
principaux des engrenages cylindriques a denture helicoTdale sont : 
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1. portance relative plus grand aux meme materiaux et elements 
geometriques de base ; 

2. une rigidite plus grand et une variation plus reduite de lui pendant 
I’engrenement, ce qui determine vibrations reduites (la deuxieme 
cause d’agrandissement de la portance et, dans le meme temps, de 
la fiabilite) ; I’aspect est necessaire notamment aux nombres de tours 
plus grands. 

Les engrenages concourants coniques ont des types differents de 
dentures selon la forme de la ligne primitive du flanc, du profil frontal et de 
I'hauteur de la denture. Les dentures coniques droites et helicoidales (se voir 
aussi la fig. 2.8, b, d) sont le plus souvent octoidales selon la forme du profil 
determine par roues plates conjuguees, qui ont des flancs plans; les 
engrenages correspondants (octoidales) sont plus sensibles aux defauts 
d'execution et de montage et s'obtiennent par des precedes technologiques 
de productivite tres reduite (I'execution dent a dent). Les dentures coniques 
courbes (se voir aussi la fig. 2.8, f) permettent par leur forme des avantages 
relatifs: 

1 . un contact plus grand entre dents et moins influence par les erreurs 
technologiques, ce qui conduit a un gabarit plus restreint de 
I’engrenage; 

2. I'execution par les precedes technologiques de grand productivite (par 
usinage continu) ; comme resultat, ces engrenages sont 
recommandes pour series grands de fabrication, cas qui conduit a 
une prix de cout plus reduit. 

Les engrenage gauche cylindrique ou helicoi'al (fig. 2.5, a) ont un 
contact ponctuel entre les dents helicoidales, de sorte que la puissance 
transmise est moins importante (quelques kilowatts tout au plus). C'est 
pourquoi ces engrenages sont moins repandus par rapport aux autres 
engrenages et ils sont utilises plutot cinematiquement. 

Les engrenage hypo'i'de (se voir aussi la fig. 2.5, e) ont toujours une 
denture courbe, ce qui permet la transmission d’un chargement important (a 
plusieurs dizaines de kilowatts). On signale ici un avantage tres important de 
ce type d’engrenage: la possibility d'appuyer I'arbre de chaque roue sur des 
paliers places des deux parties de roue (une chose impossible a realiser aux 
engrenages concourants exterieurs). Dans ce cas les deformations des 
arbres sont diminuees (les deformations des arbres montes en console sont 
au contraire plus grandes). En outre, I'emplacement des paliers dans 
['appropriation des roues conduit a une rigidite augmentee de I’ensemble ; on 
obtient ainsi un fonctionnement de I'engrenage a vibrations reduites et, 
respectivement, une portance et fiabilite augmentes des causes dynamiques. 
On connaTt ['utilisation de cet engrenage dans les transmissions des ponts 
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arriere des automobiles, de telle sorte que dans certaines machines textiles 
(pour transmettre la rotation d'un arbre a plusieurs fuseaux). 

Lorsque le rapport de transmission est important et le chargement est 
considerable (de I'ordre des plusieurs dizaines et centaines de kilowatts) on 
recourt aux engrenages a vis (se voir aussi les fig. 2.5, c, d). Parmi les 
avantages que les engrenages a vis presentent il y a: 

1. un rapport de transmission important pour un encombrement 
relativement reduit de I'engrenage. Des rapports de transmission de 1 
a 200 sont consideres comme normaux. II existe egalement des 
rapports de transmissions tres eleves, de I'ordre de 500 a 1000, qui 
s'emploient pour les transmissions de faible puissance; la raison est le 
decroissement du rendement avec I’augmentation du rapport de 
transmission (le rendement est d’environ 0,75 a une rapport de 
transmission de 100) ; 

2. comme un engrenage a filet, il peut assurer I'autofreinage. Par 
consequent il peut etre utilise comme frein aux systemes de levage 
des charges, dans I’absence d’un frein comme system distinct. 

Parmi les desavantages de ce type d'engrenage on compte: 

1 . les rendements faibles (et par consequent les pertes de puissances 
importantes) determines par la glissement des dents d’apres les 
tangents du filet a la vis; 

2. la necessite d'employer des bronzes de haute qualite (tres chers) pour 
la fabrication de la roue a vis, pour realiser une combinaison avec 
I'acier trompe de la vis d’un couple de materiaux d'antifriction. 

On mentionne que I'engrenage a vis globique (fig. 2.5, d) est plus 
portant que I'engrenage a vis cylindrique, puisque on produit un 
embrassement reciproque des dentures conjuguees. Mais la technologie 
d'execution de la vis globique est plus difficile et chere ; c’est pourquoi ces 
engrenages s’utilisent economiquement aux series grandes de fabrication, 
pour reduire le prix de cout/l’unite de transmission. 

2.1.7. Avantages, desavantages, domaines d'utilisation 

Les avantages des engrenages par rapport aux autres transmissions 
mecaniques sont les suivantes: 

1 . Ils assurent une portance tres grande ; done on peut obtenir des 
gabarits restreints a la meme charge ou on peut transmettre des 
charges tres grandes ayant le meme gabarit. 

2. On realise a la majorite des engrenages des rendements tres grands 
(exception: les engrenages gauches). Par exemple, le rendement des 
engrenages parallels est autour de 0,99 au graissage a I'huile. Par 
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difference, aux engrenages a vis le rendement peut etre autour de 
0,75 dans les memes conditions de graissage. 

3. On assure le rapport de transmission constante, c'est-a-dire qu'on 
elimine le glissement elastique et le patinage specifique aux autres 
transmissions. Par consequent, les engrenages s'utilisent dans les 
liens de precision cinematiques (de mesure, de division aux 
machines-outils). 

4. Les durabilites des engrenages sont tres grandes pour certains 
materiaux, aussi les traitements thermiques et precisions d'execution. 
La fiabilite normale est egalement est tres grande (la fiabilite normale 
est de 0,99) par rapport aux autres elements de machines mis aux 
sollicitations variables (aux paliers a roulement, cette fiabilite normale 
est plus petite, de 0,9). 

5. L'exploitation et I'entretien en sont simples, par consequent les 
engrenages ne necessitent pas une surveillance permanente. 

Comme desavantages on mentionne: 

1 . Le prix de cout est tres eleve a cause de la technologie specialisee 
d'execution. 

2. Les vibrations et le bruit sont importants, surtout aux roues 
metalliques. C'est pourquoi ces engrenages necessitent des mesures 
pour la protection vibro-acoustique, qui determine aussi 
I'agrandissement du prix de cout. 

3. Les engrenages ne represented pas des elements d'assurance dans 
les liens de transmission dans le sens d'eviter la rupture d'un element 
aux surcharges (se voir les transmissions par courroie, a friction). 

Les avantages sont pourtant essentielles, de sorte que les 
engrenages sont utilises dans la technique dans les diverses domaines 
(depuis les montres jusqu'aux grands turbogenerateurs), dans un large 
champ de dimensions (celle de diametres des roues qui peuvent avoir des 
fractions de millimetre et aller jusqu'a dix metres) et de pouvoirs (des plus 
petits necessaires a vaincre les frottements jusqu'aux des pouvoirs enormes 
de dizaines de milliers de kilowatts). 

II en resulte que I'etude des engrenages est tres utile a la pratique 
industrielle. C'est pourquoi nous les ferons plus loin plus largement en 
etudiant les engrenages parallels, dans le cadre restreint de nos cours. Par 
consequent, jusqu'a la presentation de ces sujets nous mentionnerons 
quelques particularites de base pourchaque type d'engrenage. 
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2.2. Engrenages paralleles 
2.2.1. Geometrie des engrenages 
2.2.1. 1. Lois geometrique de base de I'engrenement plan frontal 

On met le probleme d’etablissement de la loi de base de 
I’engrenement. Cette loi definit la geometrie qui doit etre remplit par les profils 
des dents des deux roues, de telle sorte que I’engrenement realise des 
conditions imposees. On analyse cet aspect dans le cas de I’engrenement 
plan frontal (qui se developpe dans le plan frontal des engrenages paralleles 
cylindriques). Les conclusions etabITtes pour cet engrenement pourront etre 
utilisees pour des autre type des surface frontaux (celles spheriques aux 
engrenages concourantes coniques, qui ne sont pas discutees dans notre 
cours). 

Les conditions d’engrenement qui doivent etre accomplies sont 
souvent : 

1 . la condition geometrique : que I’engrenement soit continu ; 

2. la condition cinematique : que I’egrenement ait un rapport de 

transmission constant. 

Les hypotheses d’etablissement par calcul ce loi sont: 

1 . I'engrenement n'a pas d'erreurs technologiques; 

2. les roues et les dents sont non deformables. 

La loi sera etablie pour I'engrenage parallele exterieur. La fig. 2.10 
definit la section frontale d'un pareil engrenage, ou sont represents 
seulement deux profils frontaux en contact dans le point courant K . On 
constate que les vitesses lineaires du point K qui appartient aux deux profils 
sont differentes: 

(2.5) 

Mais, pour que la premiere condition de I'engrenement (de continuity) 
se realise, les projections normales sur la normale commune n-n de ces 
vitesses doivent etre egales: 

Vki=Vk 2 . (2-6) 

Vraiment, si v^ > v£ 2 , la dent 1 penetrait dans la dent 2, fait 

impossible dans le cas de corps solides. Inversement, si v^ < Vk 2 , les deux 
dents ne seraient plus en contact (en engrenement). 

L’expression (2.6) peut etre ecrit scalairement par des transformations 
successives dans les formes (fig. 2.10): 
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v K, ' cos 9l - v K 2 • cos 92 ■ 

co-| • 0 1 K 1 • coscpi = oo 2 • 0 2 K 2 • coscp 2 . 
co-j • 0 1 T 1 — oo 2 • 0 2 T 2 . 
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Fig. 2.10. Representations d’un engrenage parallele cylindrique exterieur 
dans sa section frontale, pour etablir la loi de base de I’engrenement plan 

frontale 

K - point courant de contact des profils frontaux 1 et 2, qui appartiennent aux 
roues 1 et, respectivement, 2; v K1 ,v K2 - vitesses linieres courantes du point de 

contact a chaque roue ; v£ 1 ,v£ 2 ,v| <1 ,v t K2 - composants normales (n) et, 

respectivement, tangentielles (t) des vitesses linieres courantes du point de 
contact a chaque roue ; r a1 , r a2 , r f1 , r f2 - rayons de tete (a) et, respectivement, de 
pied (f) des deux roues dentees; r w1 , r w2 - rayons primitives des deux roues 
dentees; a w - entraxe de fonctionnement; a wt - angle de pression de 
fonctionnement frontal. 
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De la derniere expression resulte meme le rapport de transmission, en 
considerant que la roue menant est 1 : 

. co-i OpTp 

' i2 = ^ = 77r- w 

CO2 I -| 

La normale n-n croise la ligne des centres des roues 0^2 dans le 
point C. On obtient les triangles semblables AO^C et A0 2 T 2 C. Par la 
suite la nouvelle valeur du rapport de transmission sera: 

j = = °2 T 2 = °2 C (9 

12 ©2 Oj! ‘ (2 - 8) 

Dans ce moment on impose la deuxieme condition cinematique 
d’engrenement : le rapport de transmission doit etre constant : 

0 2 C t 

1,2 = o^ < 2 - 9 > 



L'entraxe de fonctionnement est constant : 

a w = O^C + O 2 C = ct. (2.10) 

Pour accomplir cette Constance, le pont C qui se trouve sur la ligne de 
centres 0^2 doit etre le meme (ou fixe), indifferemment de la position 
d’engrenement. 

On peut enoncer la lois geometrique de base de I'engrenement 

plan frontal aux engrenages parallels: I'engrenement s'effectue 

continuellement et a un rapport de transmission constant si les profils frontaux 
ont une telle forme de telle sorte que leur normale commune dans chacun 
point de contact croise la ligne des centres des roues dans le meme point fixe 
(immobile) denomme la pole de I'engrenement. 

Comme nous I'avons mentionne anterieurement (sous chapitre 2.1.1), 
on dit que les roues, les dentures, les flancs et les profils (frontaux) qui 
satisfont une loi d'engrenement sont conjugues. 

Observation 1. On demontre facilement que le point C partage la 
ligne de centres 0^2 dans les rayons primitifs des deux roues dentees. On 
utilise pour demonstration la fig. 2.1. On voit que les vitesses lineaires du 
point C a chaque roue, v ci et v C2 , sont perpendiculaires sur la meme droit 
0^2 ( sur laquelle on superpose les rayons vectoriels du point C, r ci §i 

r C2 ). Pour remplir le demande d’egalite Vq = Vc 2 des composants normales 
des deux vitesses est necessaire que ces vitesses linaires 
coincident, v ci = v C2 . Comme resultat on peut ecrire : 

V — 00^ *O^C — V Q 2 — ©2 0 2 C. 
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D’ici il en resulte que les segments divises par le pont C sur la ligne 
de centres sont juste les rayons primitifs des roues : 



r wi - OiC ; 
r w2 = 0 2 C . 



( 2 . 11 ) 



Aussi comme resultat, les composants tangentielles des deux 
vitesses dans le point C sont identiques, =Vq 2 - II en resulte que la 
vitesse relative tangentielle de glissement du profil 2 par rapport au profil 1 
devient nulle en C : Vq 12{21) = Vq 2(1) - Vq 1(2) = 0 . Ca signifie que le point C 

est situe sur I'axe instantane de rotation relative en plan frontal, d'ou la 
denomination de centre instantane de rotation relative. Dans la theorie de 
I'engrenement on utilise aussi couramment la denomination de pole de 
I’engrenement pour le point C. 




Fig. 25.1. Schema de vitesses linaires dans le pole d’engrenement C 




33 



Observation 2. On demontre dans la theorie d’engrenement qu’on 
peut construit le profil conjugue si on donne : 

1. les centres des deux roues et le rapport de transmission, done on 
connaTt les rayons primitives des roues ; 

2. le profil frontal quelconque de la denture d’une roue. 

II en resulte d’ici que le choix de la courbe profil a une infinite de 
solutions. Pratiquement, le nombre des courbes profils se restreint 
extremement si on tient compte de I'accomplissement des autres exigences. 
La courbe profil qui realise d'une maniere decisive nombreuses exigences par 
rapport a d'autres courbes est la developpante de cercle. 



2. 2. 1.2. Developpante de cercle 
2.2.1 .2.1. Definition 



Pour definir la developpante de cercle il est utile de definir 
premierement la courbe cyclique: e'est le lieu geometrique decrit dans un 
point fixe du plan par une cercle denomme roulette qui roule sans glissement 



Cercle roulette 



Point fixe attache 
au cercle 



Base 



Fig. 2.2. Courbe cyclique 



meme plan. 



courbe quelconque 
appelee base (fig. 



Courbe 

cyclique 



sur une 
qui est 
2 . 12 ). 

La developpante de 
cercle est une courbe 
cyclique particuliere: la base 
est une cercle et la roulette 
devient une droite (fig. 2.13). 
Autrement dit, la 
developpante de cercle est le 
lieu geometrique decrit par un 
point fixe attache a une droite 
qui roule sans glissement sur 
un cercle (de base) dans le 



Comme on voit sur la fig. 2.13, il y a trois types de developpantes de 
cercle d’apres la position du point qui se trouve dans le plan du droit 
engendrent : 

1 . la developpante proprement dit de cercle, qui est engendree par le 
point K qui se trouve meme sur le droit ; 



2. la developpante allongee de cercle, qui est engendree par le point ^a 
qui se trouve dans le plan attache de droit dans un cette position de 
telle sorte que la developpante obtenue croisse le cercle; 
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3. la developpante raccourcie de cercle, qui est engendree par le point 

qui se trouve dans le plan attache de droit dans un cette position 
de telle sorte que la developpante obtenue ne croisse pas le cercle. 

Developpente propre 

ment dit de cercle qui est 
engendre par le point K 

Droite 



(roulette) 



Cercle 



T 




de base O 

a) Developpente de cercle proprement dit 

Developpante raccourcie 



Developpente propre- 
ment dit de cercle qui est 
engendre par le point K 
K a0 - le point le plus eloigne de 



cercle de base de la develop- 
pante de cercle allongee 



Droite 

(roulette) 



Cercle 




de cercle qui est engendree 
par le point K r 

K r o - le point le plus 

approche de cercle de 
base de la developpante 
^de cercle raccourcie 

\ 

a \ 

t 



\ 



de base 



Developpante allongee 

de cercle qui est engendree 
par le point K a 

b) Developpante allongee et racourcie de cercle de base 
par rapport a la developpante proprement dit de cercle 

Fig. 2.13. Types de developpantes de cercle 



On fait I’observation que les points K, K a et K r des trois types de 
developpantes de cercle (proprement dit, allongee et, respectivement, 
raccourcie) sont choisit particulierement sur la fig. 2.13 sur la meme 
perpendiculaire t - t sur la droit roulette TK (de quel ils sont attaches), pour 
mettre en evidence les positions extremes de ces developpantes. Ces points 
extremes sont : 
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• K b de la developpante proprement dit de cercle, qui se trouve sur le 
cercle de base ; 

• K a0 de la developpante allongee de cercle, qui se trouve radial dans 
la position la plus eloignee de cercle de base ; 

• K r0 de la developpante raccourcie de cercle, qui se trouve radial 
dans la position la plus approchee de cercle de base. 

L’utilisation de base dans la theorie d’engrenement pour le profil 
frontal de la dent y a la developpante proprement dite de cercle (qui sera 
appelee bref ci-apres comme « developpante de cercle ». Cette 
developpante de cercle sera analysee largement de suite. La developpante 
allongee de cercle definie la forme du profil du pied de la dent (elle ne sera 
discutee dans notre cours). 

2.2.1 .2.2. Equations de la developpante de cercle 

Ecrivons les equations de la developpante en coordonnees polaires 
parametriques (fig. 2.13) : r y = r y (a y ) et 0 y = 0 y (a y ). L’indice « y » est utilise 

pour definir les grandeurs courantes. L’angle a y entre le rayon vecteur et la 

tangente dans le point courrant a la developpante est appele angle de 
pression. 



Le rayon vecteur courante a I’expression : 



r 



y 



1 

cosa y 




( 2 . 12 ) 



L'angle polaire 0 y resulte de I'egalite de base conformement a la 
definition de la developpante: r — > 



TK = TK 



b ’ 



(2.13) 



qui devient par transformations: 

r b • tga y =r b (a y +0 y ). 

De cette expression resulte la deuxieme equation parametrique, de 
l’angle polaire : 

0 y =tgcx y -a y = 0 y (a y )= inva y . (2.14) 

Le symbole "inv" provient de I’anglais "involute". On voit aussi que inv 
a y est une fonction specifique de la developpante. 

2.2.1. 2.3. Proprietes de la developpante de cercle 

On peut definir les suivantes proprietes de la developpante de cercle. 
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1 . Le rayon de courbure de la developpante dans le point courant K 
est le segment TK (fig. 2.13, a). La demonstration commence de la procedure 
d’engendrement de la developpante, qui permet d’assimiler un arc tres petite 
de developpante autour de K par un arc courte de cercle ayant le rayon TK. 

2. La normale dans un point quelconque de la developpante est 
tangente au cercle de base (fig. 2.13, a). Vraiment, le rayon d'arc du cercle de 
remplacement de I’arc de developpante, c’est-a-dire le segment TK, est 
normal a ce cercle de remplacement. Mais le segment TK est dans le meme 
temps tangent au cercle de base de la developpante. 

3. Les developpantes du meme cercle de base sont des courbes 
paralleles. Soit pour analyse deux developpantes de cercle qui sont 

engendrees par le points K et K places sur la meme droite (fig. 2.14). On 
voit que la distance sur la normale commune entre les deux developpantes 

generees par les points K e t K est un segment constant, KK = ct. ; done, 
les deux developpantes du meme cercle de base sont courbes paralleles. 
Une observation correlee : cette distance se reproduit aussi sur le cercle de 

base, KK = K b K b ; si les deux developpantes sont consecutives, cet arc de 
cercle est appele le pas de base. 




Fig. 2.14. Les developpantes du Fig. 2.15. La developpante de 
meme cercle de base sont cercle est I'enveloppement de ces 
paralleles tangents 



4. La famille des tangentes a la developpante enveloppe la 
developpante. C'est-a-dire la developpante resulte comme I'enveloppement 
de ces tangents (fig. 2.15). L’aspect est important technologiquement : un 
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outil a profils rectilignes (done tres simple constructivement) 1 realise la forme 
apparent complexe de la developpante, par deux mouvements : de coupe 
(relative perpendiculaire sur le plan de la figure) et de roulement (par rapport 
a la roue demi-produit). 

2.2.1 .2.4. Aspects pratiques 

Les aspects pratiques resultent des considerations anterieures. 



Developpente de cercle 
Erreur de forme 
Normale a la developpante 

T 



V 

Roulement sans 
glissement du 
cercle sur la droite 



Kk 



Comparateur 



Cercle de base 



O 



Fig. 2.16. Principe de mesurage de i erreur de 
forme 



Pied a coulisse 




VX*- 



Pbt 




Cercle de base 



Fig. 2.17. Principe de mesurage du 
pas de base (en plan frontal) 



1. La normale 
etant tangente au 

cercle de base, on 
peut imaginer le 

systeme simple de 
mesure de I’erreur de 
forme, qui est 

schematise sur la 
fig. 2.16. Le 

comparateur a sa tige 
le long de la normale 
a la developpante. On 
peut considerer aussi 
que le cercle (le 
cylindre) primitif roule 
sans glissement sur 
cette normale, e'est-a-dire est 
satisfait la condition (2.13). Dans 
cette situation e'est evident que 
le comparateur n'indique pas de 
variations si le profil n'a pas des 
erreurs de forme; et, 
inversement, toutes les erreurs 
de forme seront evidentes par le 
comparateur. 

2. La propriety de 
parallelisme des developpantes 
sert a realiser le mesurage du 
pas de base avec un instrument 
tel le pied a coulisse. Le principe 
est montre sur la fig. 2.17. Le 
pied a coulisse peut etre installe 
indifferemment sur les deux 
profils consecutifs, puisque la 



1 On va montrer plus tard que cet outil est la cremaillere generatrice pour les roues 
denture en developpante de cercle. 
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distance de mesure (le pas de base) est constante quel que soit la normale 
commune sur laquelle on fait le mesurage. Cette distance est meme le pas de 
base (frontal dans le cas general des engrenages a denture helicoidale) : 

p bt =KK=1<^. (2.15) 

2. 2.1. 3. HelicoYde developpable 



Considerons sur la fig. 2.18 un cylindre auquel est tangent un plan P 
suivant la generatrice T|T M , ou I et II sont les plans frontaux limitatifs du 
cylindre. Dans le plan P est tracee une droite A qui fait Tangle p b avec la 



generatrice du cylindre. Faisons rouler sans glisser le plan P sur le cylindre. 
La droite generatrice A engendre une surface appelee I'helicoYde 
developpable. Cette denomination est liee au fait que chaque point de la 
droite A decrit une developpante de cercle dans le plan frontal ou se trouve 
ce point. II en resulte que les considerations anterieures sur la developpante 
de cercle se maintiennent pour chaque developpante frontale de cette 
surface. 



Developpante dans le 
plan frontal limitatif I 
Plan frontal 
limitatif I 




Tangente entre le plan P et le cylindre 
Plan frontal limitatif II 

Developpante dans le 



plan frontal limitatif 

Helicoide 

developpable 



Plan generateur P 
Droite generatrice 



Helice de base (enveloppement 
de la droite A sur le cylindre) 



Fig. 2.18. Generation de I'helicoYde developpable 



Voyons quelques proprietes interessantes du cette surface. 

1 . La droite A s'enveloppe sur le cylindre par une helice cylindrique 
appelee helice de base. L'angle p b est meme Tangle d'helice. 

2. L'intersection de I'helicoYde developpable avec une cylindre 
quelconque est aussi une helice (ce fait n'est pas demontree ici). En outre, le 
pas p z de I'helice de base est reproduit sur une helice quelconque. 
Analysons pour une demonstration la fig. 2.19. On voit que les developpantes 
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decrites des points consecutifs X b et Y b de I'helice de base, qui sont 
distances par le pas p z de cette helice, sont superposes dans la projection 
frontale. II en resulte (fig. 2.19): 

_2nr b _ 2 nr y 

z tgp b tgp y 

expression dans laquelle a apparu I’angle d’inclinaison de I’helice quelconque, 
P y ; d'ou: 

tgp y = — tgp b ; ( 2 . 16 ) 

r b 



cette derniere expression sera utilisee par particularisation dans des autres 
calculs geometriques ulterieures. 




Fig. 2.19. Elements geometriques pour I'helicoide developpable. 
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3. Le sens de I’helice a ete defini aux filets. Le sens d’une helice 
quelconque definit aussi le sens d’inclinaison de I’helicoide. Pour les 
situations representees sur les fig. 2.18 et 2.19, le sens de I’helice est droit. 

2. 2. 1.4. Engrenement frontal en developpante du cercle et 

ses proprietes 

Considerons en engrenement deux profils frontaux des roues 
exterieures (fig. 2.20). Voyons certaines proprietes interessantes de cet 
engrenement. 



Or 



jV 



Profil en developpante 
de cercle de la 
dent de la roue 1 * 

r b1 



M t 2 Tangenteaux 

/ profils frontaux 

\ / 

r b2 



» a\N 



v I Kb2 * "I" 2 ^nf 21 

d\v * 



K 




bl 



a\N 






Profil en developpante 



de cercle de la 
S dent de la roue 2 



M 



tl 



O, 



Fig. 2.20. Engrenement frontal en developpante du cercle 
F n f 21 - force normale en plan frontal d’action de la dent 2 vers la dent 1 



1 . La normale commune des profils dans le point K est tangente a 
deux cercles de bases. Pour transmettre du mouvement d'un profil a I'autre 
par faction d’un profil a I'autre, cette normale (sur laquelle action la force entre 

les profils, voyez F nf 21 sur la fig. 2.20) doit avoir la direction de la tangente 

interieure a deux cercles de base. II en resulte que la normale a une direction 
unique. Par consequent, elle croise la ligne des centres dans un point 
fixe C sur cette ligne. C'est-a-dire la loi de base de I’engrenement frontal 
plan est satisfaite. Done les deux profils en developpante de cercle sont 
conjugues dans I’engrenement frontal plan. 
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Observations, a) On observe simplement que la normale est le lieu 
geometrique des points de contact; c’est pourquoi elle est appelee ligne 

d'engrenement. b) L'angle a wt est appele angle d'engrenement ou angle 
de pression de fonctionnement. 

2. L'avantage dynamique. La force qui charge la paire de profils ne 
se modifie pas comme direction et, par consequent, sa grandeur 
conformement a I'expression: 

M ti * 

Fnf21= — = ct. (2.17) 

r b1 



3. L'avantage cinematique. A la modification de I'entraxe (possible a 
cause des erreurs d'execution et montage) le rapport de transmission reste 
constant dans I’engrenement en developpante de cercle. Vraiment, comme 
on voit sur la fig. 2.21, les cercles de base ne se modifient pas a la 
modification de I'entraxe. Et conformement a (2.7): 



_ Al _ O 2 A _ [b2_ _ ct 
® 2 OJi r b1 



(2.18) 



-5 

co 



OL 



O, 



05 






A 






b2 



cT\NA r. 



b2 



/ i cj 



*. • U-mMV 
1 bl cwA 

/% I 



, v , . _ .\ /XV' * 

r . /A A : I A 



o. 



Fig. 2.21. Insensibilite cinematique de I’engrenage parallele en 
developpante de cercle a la modification de I'entraxe 
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Mais les cercles primitifs se modifient normalement et le rapport de 
transmission s'ecrit: 

: _ ®1 _ r b2 _ r w2 _ r w2 /0 

■12 — - - - > (2.19) 

®2 r b1 r w1 r w1 

ou interviennent: r w1 , r w2 - les rayons primitifs du fonctionnement des roues 
a I'entraxe de fonctionnement a w ; r w1 , r w2 - les nouveaux rayons primitives 
pour la nouvelle entraxe de fonctionnement a w . 

4. Pour que plusieurs pairs de profils soient simultanement en contact 
(theorique) (fig. 2.22), les profils homologues consecutifs doivent etre 
egalement distances sur la normale commune. Cette distance est egale avec 
le pas de base frontal, p bt (I’arc sur le cercle de base entre les points de 
commencement des developpantes), sur quelconque roue. 




Fig. 2.22. Schema pour demontrer I'egalite a deux roues des pas de 
base frontaux, p bt , et des pas primitives de fonctionnement, p wt 

On demontre aussi I'egalite a deux roues des pas sur les cercles 
primitifs p wt {le pas primitif frontal de fonctionnement ou le pas 
d'engrenement). On utilise pour demonstration seulement la roue 1. On voit 
simplement que les deux pas, p bt et p wt , tendent le meme angle au centre, 
%i , parce qu’ils sont parcourus simultanement a la rotation de la roue 1, de 

maniere que le profil 1 se superpose sur le profil homologue consecutif 1 . 
Comme resultat on peut ecrire: 
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_ Pwt _ Pbt 
Xl — — i 

r wi r b1 



d'ou: 

r wl 1 

Pwt = Pbt = Pbt 

l'bi cosa W { 



( 2 . 20 ) 



( 2 . 21 ) 



On voit que ce pas ne depend pas des elements de roue '. Done le 
pas primitif frontal de fonctionnement est identique aux deux roues. 

2. 2. 1.5. Engrenement d'une paire de dents inclinees (ou 

helicoidales) 

Sur la fig. 2.23 est representee un paire de dents inclinees (ou 
helicoidales) en engrenement en plan frontale. On va analyser I'engrenement 
des helicoides developpables, qui constituent chacun une partie du flanc de 
la dent. 




Fig. 2.23. Schema de I'engrenement des helicoides conjugues 



1 Autrement dit, on va obtenir le meme resultat si on analyse le probleme pour la 
roue 2 (on propose comme exercice cet aspect). 
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Comme on a ete montre a la definition de I’helicoi'de developpable (le 
sous-chapitre 2. 2. 1.3), le plan generateur des deux helicoi'des developpables 
doit etre tangente aux deux cylindres de base de diametres d b1 et d b2 (pour 
la simplification de la figure, ces cylindres n’ont ete pas representes). La 
ligne generatrice K]K M des deux helicoi'des est representee dans le plan 
generateur rabattu (a I’angle d’inclinaison p b par rapport a la direction des 
generatrices), mais aussi dans une projection frontale. Parce que cette 
ligne est aussi la ligne de contact entre les helicoi'des, leur plan generateur 
est le plan d’engrenement dans le cas de I’engrenage parallele cylindrique 
a denture helicoi'dale. 

Enfin on fait une observation tres importante : les sens d’inclinaison 
des deux helicoi'des conjugues son inverses. Les sens des helicoi'des 
representes sur la fig. 2.21 sont : droite - a la roue 1 ; gauche - a la roue 2 
(les roues sont notees sur la figure seulement par les indices attachees aux 
differents grandeurs). 

2. 2. 1.6 Cremaillere. Cremaillere de reference. Cremaillere 

generatrice 

2.2.1 .6.1. Mode d’obtention de la cremaillere. Elements primitifs 
de I’engrenage a cremaillere 

Tragons a I'infini les diametres d'une roue dentee, par exemple la 
roue 2 dans la fig. 2.24. Comme resultat, la rayon du courbure d’une 
quelconque developpable de cette roue devient infinie. Cet aspect est releve 
pour le rayon de courbure d’une developpante dans le plan frontal marginal I : 
K,T 2 = K|C + CT 2 = K|C + r w2 sin a wt ; (2.22) 

ce rayon devient a la limite : 

lim K,T 2 =K|C+ lim r w2 sina wt = oo . (2.23) 

Comme resultat, chaque developpante de cercle devient une ligne 
droite perpendiculaire sur le plan d’engrenement, le long de la ligne de 
contact entre les deux helicoi'des developpable. Aussi comme resultat, 
I’infinite de ces droites forme un plan Ce plan est le nouvel flanc de la 
denture de la roue degeneree. Cette roue degeneree est appelee 
cremaillere. L’engrenage entre la roue dentee et sa cremaillere conjuguee 
est appele engrenage cremaillere. 

Les elements primitifs (de roulement) de I’engrenage a cremaillere: 
sont (fig. 2.24) : 

1. le cylindre primitif de la roue non degeneree 1 (cercle primitif en 

plan frontal), de diametre d w1 ; 
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2. le plan primitif (de roulement) dans lequel degenere le cylindre 
primitif de la vieille roue 2 (ligne primitif dans le plan frontal), qui est 
tangente au cylindre (respectivement, cercle dans le plan frontal) 
primitif de la roue 1 . 




Fig. 2.24. Schema de I'engrenement d'une roue dentee avec sa 
cremaillere conjuguee 

2.2.1 .6.2. Cremaillere de reference. Cremaillere generatrice 

On imagine qu'on peut obtenir une infinite de cremailleres, en fonction 
de I’entraxe initiale, a w , done pour angles differents d'engrenement, . 
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Fig. 2.25. Elements geometriques des cremailleres normalisees (de 
reference et generatrice) 

h a - hauteur de tete de reference (ou saillie); h f - hauteur de pied de reference (ou 
creux); c - jeu de reference a tete/pied; p n - pas normal de reference; p t - pas 
frontal de reference; a n - angle de pression normal de reference; a t - angle de 
pression frontal de reference; p - angle d'inclinaison de reference; p fn - rayon de 
raccordement normal de reference. 
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puisque cette cremaillere peut representer un outil (a cause de sa forme 
simple par les profils frontaux rectilignes), on reduit le nombre de formes et de 
dimensions des cremailleres associes. Dans cette idee, on normalise deux 
cremailleres identiques, I’une etant la negative de I’autre (fig. 2.25) : 

1. la cremaillere de reference dans laquelle se transforme la roue 
degeneree; 

2. la cremaillere generatrice, qui definit geometriquement la denture de 
la roue conjuguee, par le proces de roulement entre la cremaillere et 
la roue demi-produit. Vraiment, comme on a ete montre au sous- 
chapitre 2.2. 1.2. 2, le profil frontal (la developpante de cercle) est 
I'enveloppement de ces tangents, qui sont justement les profils 
rectilignes de la cremaillere generatrice. Done, cette cremaillere 
peut etre consideree comme un outil cremaillere. 

2.2. 1.6.3. Elements geometriques des cremailleres 

Le profil normalise este celui normal, par des raisons economiques: 
I'execution de la denture inclinee est possible quel que soit son angle 
d'inclinaison (de reference), p, avec les memes outils. On voit que cet outil est 
utilise pour la denture droite. 

On distingue les elements geometriques suivants a toutes les 
cremailleres (fig. 2.25): 

1 . la ligne de reference ou la ligne moyenne du profil, qui est celle 
parallele aux lignes de tete et de pied sur laquelle les largeurs de la 
dent et de I'entredent sont egales; 

2. les dimensions lineaires : 

a) celles constants dans le plan quelconque (normal N-N ou frontal 
F-F) : h a - hauteur de tete de reference (ou saillie) ; h f - hauteur 
de pied de reference (ou creux); c - jeu de reference a tete/pied; 

b) cela existant seulement dans le plan normal, qui est le rayon de 
raccordement normal de reference, Pfn 1 ; 

3. les dimensions angulaires : a n - angle de pression normal de 
reference; a t - angle de pression frontal de reference; p - angle 
d'inclinaison de reference. 

La limitation des valeurs des dimensions se fait ainsi 
conformement a STAS 821-82 ainsi: 



1 On peut observer aisement que a I’arc de raccordement de cercle a pied de 
reference dans la section normale, N-N, correspond un arc d’ellipse dans la section 
frontale, F-F. 
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1. les dimensions lineaires sont adoptees adimensionnelles, par les 
valeurs des facteurs (coefficients) definTtes par I’intermede d’un 
grandeur qui sera definit ulterieurement : le module normal, m n 



a) 

b) 

c) 



facteur de I’hauteur de fete de reference (ou de saillie) : 
h* =^ = -\- 

a 5 

m n 

facteur de I’hauteur de pied de reference (ou de creux) : 

hf = — = 1,25 ; 
m n 



facteur du jeu de reference a tete/pied, avec la valeur 
recommandee : 

c* = — = 0,25 ; 

m n 



(2.24) 



(2.25) 
la plus 

(2.26) 



2. Tangle de pression normal de reference: a n = 20° . 

Ci-apres on calcul quelques dimensions specifiques aux cremailleres. 

Le rayon de raccordement normal de reference resulte du detail de 
la fig. 2.25. En considerant que le jeu de reference a tete/pied, c, est egal a 
I’hauteur du raccordement (a pied ici), on ecrit: 

c — Pf n — Pf n sin a n , (2.27) 



d'ou le rayon cherche est: 



Pfn - 



C 

1 -sina n 



1 - sin a. 



(2.28) 



Le module frontal est obtenu de celui normal qui a valeurs 
normalisees. Pour cela on ecrit la liaison entre les pas de reference frontal et 
normal (fig. 2.25): 

p n =p t cosp. (2.29) 

En utilisant la liaison entre les pas et les modules frontal et normal 
correspondant (expressions qui seront etablies plus tard) : 

Pn=7rm n ; (2.30) 

p t =7tm t , (2.31) 

il en resulte de (2.29) le module frontal cherche : 



(2.32) 
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L’angle de pression de reference frontal resulte en fonction de celui 
normal. Pour cela on utilise la meme dependance entre les dimensions 5 n et 
5 t qui sont paralleles avec la ligne de reference dans chaque plan (normal 
ou frontal), comme celle etablit entre les pas (2.29) : 

5 n = 5 t cosp , (2.33) 

expression qui devient par transformations : 

h a tga n = h a tgcqcosp. 



en resulte la grandeur cherchee : 

tga n 



tga t = 



cosp 



(2.34) 



2. 2. 1.7. Roues dentees generees par la cremaillere 

generatrice 

2.2.1 .7.1. Elements primitives. Generation d'une dent 



Comme on a ete montre anterieurement, le mouvement de roulement 
entre la cremaillere generatrice est sa roue conjuguee se produit entre les 
elements primitives : le cylindre primitif (ou le cercle primitif frontal) de la 
roue ; le plan primitif (ou la ligne primitive frontale) de la cremaillere, qui 
est tangente au cylindre primitif (ou le cercle primitif frontal) de la roue. On 
met le probleme : quel est la position relative de ces elements primitives? 

On fait cette analyse dans le plan frontal de I’engrenement entre la 
cremaillere et la roue demi-produit. On parle dans ce cas de la ligne 
primitive de taillage de la cremaillere et du cercle primitif de taillage de la 
roue. Une premiere observation : le pas de reference frontal de la cremaillere, 
p t , se maintien sur une quelconque ligne parallele a la ligne de reference, 
parce que les profils frontaux homologues consecutifs sont paralleles ; 
comme resultat, la ligne primitive de taillage peut etre chacune des lignes 
paralleles a la ligne de reference de la cremaillere. Une autre observation: la 
ligne primitive de taillage roule sans glissement sur le cercle primitif de taillage 
de la roue. Dans ces conditions, le pas de reference frontale, qui existe sur 
cette ligne, se reproduit d'un nombre naturel de fois (le nombre z des dents) 
comme un arc de cercle egale sur la circonference du cercle primitif de 
taillage : 

n d = p t z . (2.35) 



D’ici on obtient le diametre du cercle primitif : 

d = ^z. (2.36) 

n 



Le rapport entre les nombres irrationnels qui sont p t et n est 
remplacee par le module frontal, qui est aussi un nombre irrationnel: 
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m t = — . (2.37) 

n 

On rappelle que cette expression anterieure a ete utilisee 
anterieurement, par I’expression (2.31). 

Mais le module normal, m n , qui est defini par (2.30), est elu 
intentionnelle comme un nombre rationnel. Le raison : les dimensions 
linaires par hauteur de la cremaillere - expressions (2. 24)... (2. 26) - serons 
aussi nombres rationnelles, qui permettent un mesurage plus simple. On 
resulte finalement I’expression detaillee du diametre primitif : 

d = — z = m t z = ~^—z . (2.38) 

n COSP 

2.2. 1.7.2. Deport de la denture 

On a montre que la ligne primitif (tangente au cercle primitif) peut etre 
chacun ligne parallele a la ligne de reference. C’est-a-dire, les deux types de 
lignes peuvent etre differentes. On dit que se produit un deport de la denture 
(des dents, du profil). Le deport total de la denture est la distance entre 
les deux lignes sur un direction radiale (fig. 2.26). La valeur du deport totale 
est defini par le produit x n m n , ou x n est le coefficient normal de deport. 



Deport positif Deport zero Deport negatif 

‘ I I 




On mentionne que le deport total et le coefficient normal de deport 
sont variables algebriques. Sur la fig. 2.26 est trace I’axe reel de direction 
radial, avec I’origine sur la ligne primitive et le sens vers I’exterieur du cercle 
primitif. Sur cet axe on trouve I’ensemble de points de coordonnees 
algebriques x n m n (de deport total). 
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II y a trois situations possibles en ce qui concerne le signe du deport 
(fig. 2.26) : 

1 . la ligne de reference du cremaillere ne croise pas le cercle primitif ; on 

dit que le deport est positive (plus) et le coefficient normal de 
deport est positive, x n > 0 ; 

2. la ligne de reference du cremaillere coincide avec la ligne primitive; on 

dit que le deport est zero ou nulle et le coefficient normal de 
deport est zero, x n = 0 ; 

3. la ligne de reference du cremaillere croise le cercle primitif ; on dit que 

le deport est negative (moins) et le coefficient normal de deport 
est negative, x n < 0 . 

On mentionne en plus que le deport deficit est identique radialement 
indifferente du plan de section d’analyse : normal ou frontal. C’est pourquoi il 
existe: 

x m m n = x t m t , (2.39) 

ou est apparu le coefficient frontal de deport, x t . On prefere I’utilisation 
singuliere seulement du coefficient normal de deport, x n . 



Roue, dents, 
denture, profil 



_non - deporte (e) 
ou zero, x n = 0 

—deporte (e) (s) - 



(s) 

j— plus, x n > 0 
moins, x n < 0 



i— non - deporte - engrenage zero 

(x ns =x n1 +x n2 =0,x n1 =x n2 = 0 ) 



Engrenage - 



'—deporte 



engrenage plus (x ns = x 



nl 



+ x n2 > 



■ 0 ) 



engrenage zero deporte 

'(Xns=X n i+X n2 =0,X n i=-X n2 *0) 



I— engrenage moins (x ns = x n1 +x n2 < o) 
Fig. 2.27 .Synthese des denominations liees du deport de profil 



Une synthese des denominations liees du deport de profil est indiquee 
sur la fig. 2.27. On voit qu’il y a deux types de denominations specifiques : 

a) pour la roue, dents, denture et profil, en fonction de la valeur du 
coefficient (normale) de deport de profil, x n ; 

b) pour I’engrenage, en fonction de la valeur du somme des coefficients 
(normales) de deport de profil, x ns . 
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2.2. 1.7.3. Forme de la denture engendree par la cremaillere 

generatrice 

On analyse la forme de la dent engendree par la cremaillere 
generatrice dans un plan frontal On utilise la representation de la fig. 2.29. 

Mouvement de taillage de la cremaillere 

/ 0 \ 

Ligne d’engrenement 



Position limite en U p du 
profil rectiligne, a I’en- 
gendrement du dernier 
point de la cremaillere 



p t /2 



E 



Vt 




U 



Demi - arc de cercle 
Developpante du cercle 



Ligne de reference 
Ligne primitive de la cremaillere tive de la cremaillere 

uf 

/ 



o 



T 



db 



a\ 



Arc de raccordement 




6 ^ 



Fig. 2. 



Cercle utile (de commencement 
Cercle primitif de la roue 



29. Profil frontal de la dent a la roue demi-produit , qui resulte par 
I’engendrement avec la cremaillere generatrice 



Le mouvement de roulement entre la cremaillere et la roue demi- 
produit peut etre realisee ainsi : 

a) le maintien fixe du centre de la roue ; 

b) la rotation de la roue avec la vitesse angulaire co ; 



c) 



le deplacement lineaire de la cremaillere sur la direction de la ligne 
primitive a la vitesse lineaire v t , ayant la grandeur: 




(2.40) 



La position de la cremaillere par rapport de la roue demi-produit 

est realisee particulierement sur la fig. 2.29 : I’axe de I’entredent de la 
cremaillere se trouve sur la direction radial verticale de la roue. Comme 
resultat, la dent sera tracee symetriquement par rapport a son axe verticale. 
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On trace successivement : 

a) le cercle primitif ; 

b) la ligne primitive tangente (horizontalement) au cercle; 

c) par le point C resulte - la ligne d’engrenement a I’engendrement entre 

la cremaillere et la roue demi-produit. 

La ligne d’engrenement est tangente en T au cercle de base et est 
perpendiculaire en K sur le profil frontal rectiligne de la cremaillere. On a 
I’intuition que - dans le mouvement relative de roulement entre la cremaillere 
et la roue demi-produit - la developpante de cercle est decrit par 
enveloppement et developpement comme arc de cercle du segment TK sur le 
cercle de base. 

On met le probleme : quels sont les limites de la developpante de 
cercle ? Vers I’exterieur, la developpante est limitee de cercle de tete de 
diametre d a . Vers I’interieur, le point limite est le celui utile U, qui se trouve 
sur le cercle utile de diametre d u , qui passe par le point U p ; ce point est 

d’intersection entre la ligne parallele a la ligne de reference qui passe par le 
pont commun profil rectiligne - raccordement et la ligne d’engrenement. 

On met aussi le probleme de definition de I’entiere hauteur de la 
dent. On a ete montre que le profil est limite vers I’exterieur par le cercle de 
tete, de diametre d a . Vers I’interieur, le profil est limite par le cercle de pied, 
de diametre d f . Entre le point utile U et le cercle de pied il y a le profil de 
raccordement, au pied de la dent engendree ‘. 

2.2.1 .7.4. Elements geometriques de la roue dentee 

On resulte simplement les suivantes elements geometriques de la 
roue dentee engendree par la cremaillere generatrice. 

1 . On constate que Tangle d'engrenement est celui de pression frontale 

de la cremaillere, a t (fig. 2.29). 

2. Le diametre de base (fig. 2.29): 

d b = d cosa t . (2.41) 

3. Le diametre de pied (fig. 2.29): 

d f = d + 2 x n m n - 2 (h* + c*)m n . (2.42) 

4. Le diametre de tete (fig. 2.29): 

d a = d + 2 x n m n + 2 h* m n . (2.43) 



1 On ne fait pas des considerations (qui sont plus amples) en ce qui concerne la 
forme u profil de raccordement. 
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5. Le pas de base est obtenu utilisant I’idee que chacun pas de la dent 
sous-entend le meme angle au centre de la roue, conformement au 
sous-chapitre 2. 2. 1.4. L’expression correspondante (2.20) se recrit 
dans la forme : 

y _ Pt_ _ Pbt_ 

Xl(2) " d " d^ ’ (2.44) 

2 2 



03 



E 

c 

X 



OA 



P t /2 



A 






K 



Profil frontal 
generatrice 
Ligne d’engrenement 

Ligne de reference 

s ^d 



T . 

d b * 






Qp A i Ligne primitive 
■d 



a) Schema generale 
s+/2 



0 



Developpante enge 
C 


:ndree par K V - ”' 
K\ 

\l 


- Q, .0 

' o ^ x 

a> S O 

> CO s- 

*32 sz co 

□ 0 a. 


"D 

o 

k— — — 




s t /2 


Qj; 



b) Schema de detaille 



d’ou : 



Fig. 2.30. Schemas pour etablir I’arc primitif de la dent 



d b m n 

p bt = p t — = p t cosa 1 = n m t cosa t = n — — cosa t 
d cosp 



(2.45) 



6. L'epaisseur primitive frontale de la dent s'obtient en utilisant la 
fig. 2.30. Cet arc s t est egal ave la longueur sur la ligne primitive 
entre les profiles de I’entredent de la cremaillere (fig. 2.30, a). 
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L’explication resulte du detaille de la fig. 2.30, b : les points K et Q d 
(d'intersection du profil frontal de la cremaillere avec la ligne primitive) 
decrivent des developpantes de cercle, parce que dans le meme 
temps se roule : le segment TK sur le cercle de base ; le segment 
CQ d sur cercle primitive. Sans demonstration on mentionne que les 
deux developpantes de cercle se croissent sur le cercle primitif dans 
le point commun Q p . Par consequence : 

CQ d = CQ p = , (2.46) 

de telle sorte que fare primitif frontal de la dent est (fig. 2.30, a): 

s t =2CQ d =^ + 2x n m n tga t . (2.47) 

7. L'arc primitif frontal 

de la dent (non 
representee sur une 
figure) se deduit 
simplement de sa 
definition (sa somme 
avec fare primitif 

frontal donne le pas 
de reference frontal): 

e t =Pt - s t 

(2.48) 

8 . L'epaisseur fron- 
tale quelconque de 
la dent resulte en 
utilisant la represen- 

Fig. 2.31 . Schema pour etablir l'epaisseur tation donnee par la 

frontale quelconque de la dent fig 2.31. Les deux 

developpantes de la dent se croissent dans le sommet aiguise fictif de 
la dent, V. Cette epaisseur resulte simplement: 

s yt = (inva vt - inva yt )d y . (2.49) 

Plus haut on a intervenu : a vt - angle de pression frontal du sommet 
aiguise V ; a yt - angle de pression frontal quelconque ; d y - le diametre 
quelconque de la dent. 

9. L’angle de pression frontal du vif aiguise s’obtient par la 
particularisation de I’expression anterieure sur le cercle primitif. 
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Comme resultat, on introduit dans cette expression les grandeurs : 

Syt — Sf , CXyJ — VAJ , VJy 



s vt = s t , a yt = a t , d u = d . II en resulte : 



inva vt = — + inva t ; 



Pt 



+ 2x n m n tga t 



nm 



- + 2x n m n tga t 



inva vt = 



+ inva t = 



+ inva 



m t z 



t > 



(2.50) 

(2.51) 



D’autre part, en utilisant les expressions (2.34) et (2.32), on obtient le 
developpement du produit qui intervient dans I’expression anterieure: 



x n m n tga t = x n m n 



tga n 

cosp 



= x n m t tga n . 



(2.52) 



Comme resultat, Tangle de pression frontal du sommet aiguisee V 
s’obtient de (2.51) dans la forme: 

n 



+ 2 x n tga n 



inva vt = 



+ inva 



(2.53) 



Vt ■ 



2.2. 1.7.5. Roue equivalente 



La roue equivalente est la roue dentee a denture droite qui este 
conjuguee a la cremaillere generatrice a denture inclinee, dans la section 
normale de la derniere denture. 

Considerons pour discussion la fig. 2.32. Soit une roue dente a 
denture helicoidale, representee par son cylindre primitif de taillage et une 
seule ligne primitif de taillage du flanc (une helice qui este I'intersection du 
flanc de la dent inclinee/helicoidale avec le cylindre primitif de taillage de la 
roue). Tragons la section normale N-N sur cette helice et la rabattons au 
dessus; on y voit I'ellipse d'intersection du plan normal avec le cylindre primitif 
(le centre O n de I’ellipse est deduit graphiquement sur la figure, par une regie 
geometrique tres connue). Considerons plus loin le contour generateur 
normal (qui est represente par les lignes de reference et primitive et, aussi, 
par un seul profil normal). L'element de roulement dans le point C de la roue 
dentee equivalente engendree par ce contour est le cercle primitif equivalent. 
Le rayon de ce cercle equivalent est egal au rayon de courbure de I'ellipse en 
C ; il se calcul utilisant les demi - axes a et b de I'ellipse: 

A 2 



P = — 
Pn 2 



2 cosp 
d - 
2 



m n z 



m n Z n 



2cos 2 p 2cos 2 p 2 



(2.54) 
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ou : d n est le diametre du cercle primitive equivalent; z n - le nombre de 
dents de la roue equivalente. 



N-N 




Fig. 2.32. Elements geometriques de la roue dentee equivalente (sans 
la representation de la denture) 



II en resulte ce nombre de dents equivalent: 



n cos 3 p 

Le nombre des dents equivalent sert: 



( 2 . 55 ) 
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1 . au choix de la fraise utilisee pour I'execution individuelle (par copiage) 
de la denture helicoidale (quand cette fraise a la forme de I'entredent 
dans la section normale N-N); 

2. a etablir certaines grandeurs de la roue dentee a denture helicoidale, 
considerees valables pour la roue dentee equivalente (a denture 
droite); ces grandeurs sont necessaires dans le calcul de resistance 
des engrenages cylindriques a denture helicoidale. 

2.2.1 .8. Elements geometriques de I'engrenage 

2.2. 1.8.1. Elements geometriques de base 

Soit un engrenage plus. Soit aussi cet engrenage compose 
particulierement par deux roues plus (a fin de realiser un dessin plus suggestif 
de la situation de generation des roues ; mais le probleme peut etre mit 
similairement pour un quelconque type d’engrenage d’apres le signe du 
deport des roues). 

Sur la fig. 2.33, a est representee la situation de generation des deux 
roues, en utilisant le meme profil frontal generateur (il est trace seulement 
comme une portion de ligne droite). Les centres des roues se trouvent a 
I’entraxe de generation : 

a g - ^ + d2 +X ni m n + x n 2 m n . (2.56) 

La figure montre les lignes de la cremaillere (de reference, primitives), 
les lignes d'engrenement dans les deux generations des roues dentees et 
des portions des developpantes engendrees par le profil frontal generateur. 
On y voit qu'il y a un jeu entre les profiles conjuguees. Mais la geometrie de 
I’engrenement s’etudie theoriquement sans jeu entre les deux profils 
conjugues. Celui-ci droit etre elimine par le rapprochement des centres des 
roues, a I’entraxe de fonctionnement a w (fig. 2.33, b). Dans la nouvelle 
position, les developpantes du cercle des deux roues deviennent tangentes 
(le point de contact est particulierement C *). 

On met le probleme de determiner le nouvel entraxe a w . Pour cela, 
on calcule indirectement Tangle de pression de fonctionnement frontal a wt , a 
cet entraxe. On commence de I’observation (le sous-chapitre 2.2. 1.4) que les 
pas primitifs (de roulement) de fonctionnement sont identiques : 

Pwtl = Pwt2 = Pwt ■ ( 2 - 57 ) 
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En fonction de I'epaisseur et de I'intervalle primitifs frontaux de 
fonctionnement de la dent a chaque roue, il en resulte: 

Pwt = s wt1 + e wt1 = s wt2 + e wt2 ■ (2.58) 



On met en outre la condition de roulement qui est tres logique: 



Swtl _ e wt2 > 
e wt1 = Swt2 j 



(2.59) 



II en resulte le pas primitif frontal comme la somme des epaisseurs 
primitifs frontaux des dents conjuguees : 

Pwt =s wt1 +s wt2 . (2.60) 

En particularisant I'expression (2.49) de I'epaisseur frontale 
quelconque de la dent a celle de I'epaisseur frontale primitive de 
fonctionnement a chaque roue, I’expression anterieure devient: 



Pwt = (i 



inva vt1 - inva 



wt 



)d w i +(' 



mvot vt 2 - inva 



wt 



)d w2 - 



(2.61) 



(2.45): 



Le pas primitif frontal s’obtient en utilisant les expressions (2.21) et 



Pwt — Pbt 



cosa 



= Pt 



cosa 



wt 



cosa 



= n 



m n cosa t 



wt 



cosp cosa 



(2.62) 



wt 



D’autre part, les diametres primitifs des deux roues dentees regoivent 
la forme en utilisant I’expression (2.41) : 



, _ , 1 _ . cosa t _ m n z 1(2 ) cosa t 

a w1(2) - a b1(2) - a 1(2) - 

' ’ ' ’ cosa wt v ; cosa wt cosp cosa wt 



(2.63) 



Comme resultat, I’expression (2.61) du pas primitif frontal devient : 



m r 



cosa 



cosp cosa 



~ = (i 



inva vt1 - inva wt 



m n z 1 cosa 



wt 



cosp cosa 



wt 



(inva vt2 -inva wt ) — 



m n z o cosa t 



(2.64) 



cosp cosa 



wt 



Apres les simplifications et transformations il en resulte I’expression de 
Tangle d’engrenement frontal qui s’obtient pour un entraxe a w : 



X n i H - x n p 
inva wt = 2 -01 02 



Zi +z 2 



tga n + inva t 



(2.65) 



L’entraxe de fonctionnement peut etre ecrit en fonction de cet angle 
primitif de fonctionnement (fig. 2.32, b): 

1 _ d-| + d 2 cosa t 



9 W — 



d w + d b2 



cosa 



wt 



cosa 



wt 



Cet entraxe peut etre ecrit aussi dans la forme : 



( 2 . 66 ) 
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cosa t 

^ W ^ ’ 

cosa wt 



(2.67) 



ou on a intervenu I’entraxe de reference, definit comme la demi - somme 
des diametres primitifs : 



a = 



d-, + d 2 
2 



( 2 . 68 ) 



Comme on va montrer plus tard dans la methode de calcul 
geometrique, on obtient Tangle de pression de fonctionnement a wt pour un 
entraxe donnee (normalisee). II permet Tetablissement des diametres 
primitif de fonctionnement d w1(2) , se voir Texpression (2.63). 



Enfin, on peut calculer les jeux a la tete en fonctionnement (fig. 
2.33, b): 



C 1(2 ) - a w 



^al(2) df^) 

2 2 



(2.69) 



Tableau 2.1 . Influence de la somme des coefficients de deport de profil sur 
la correlation entre differentes grandeurs geometriques 



Type de 
I’engrenage 
d’apres la 
somme des 
coefficients 
(normales) de 
deport de profil, 

x ns = X n1 + x n2 


Correlation entre 


I’angle 

d’engrenement 
frontal, a wt , et 
I’angle de 
reference 
frontal, a, , 
conformement a 
(27.75) 


Tentraxe de 
fonctionnement, 
a w , et I’entraxe 
de reference, a, 
conformement a 
(27.77) 


les diametres 
primitifs de 
fonctionnement, 
d w1(2) , et les §i 

les diametres 
primitifs, d 1(2) , 

conformement a 
(27.73) 


Plus, x ns > 0 


^ wt ^ ^ t 


a w > a 


d W 1(2) > ^1(2) 


Zero ou zero- 
deporte, x ns = 0 


OC \j\j\ CL i 


w ^ 


C *w1(2) = ^1(2) 


Moins, x ns < 0 


CL wt ^ ^ t 


a w < a 


C *w1(2) < ^1(2) 



Observations. On peut etablir les suivantes dependances relatives 
(tableau 2.1) : 



a) entre Tangle d’engrenement frontal, a wt , et Tangle de reference 
frontal, a t , conformement (2.65) ; 

b) entre Tentraxe de fonctionnement, a w , et Tentraxe de reference, a, 
conformement a (2.67) ; 
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c) entre les diametres primitifs de fonctionnement, d w1(2) , et les 
diametres primitifs, d 1(2 ), conformement a (2.63). On mentionne que 

les diametres primitifs de fonctionnement coincident avec ceux 
primitifs seulement a I’engrenage zero ou zero - deporte (done si la 
somme de coefficients de deplacement de profil est zero, x ns = 0 ). 



2.2. 1.8.2. Rapport de conduite 

Le schema general d'engrenement en vue frontal et dans le plan 
d'engrenement (rabattu) qui est donne sur la fig. 2.34 permet la definition et le 
calcul du rapport de conduite. 



«v 



x §» 

\ 



CT-nN^- 



'b2 



C 

B 



D 

VXN 



f a 

T it \ 

dbl]\“^- 

a) Plan frontal 

Plan frontal marginal 

, A| 

1 1 1I 

Ligne de contact 
au commencement 
de I’engrenement 



N 



Ligne de contact a la 
sortie d’engrenement 



X 




Pb 



' A | 



'21 



Plan frontal marginal 



t ii a i 

b) Plan d’engrenement rabattu 



Fig. 2.34. Schema d'engrenement pour le calcul du rapport de conduite 



Analyse dans le plan frontal. Dans la vue frontale (fig. 2.34, a), le 
segment d’engrenement est AE, dans lequel : 




